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OBSERVABILITÉ UNIFORME DE L’ÉQUATION DES ONDES 1D

Paola Loreti
1

et Michel Mehrenberger
2

Résumé. Cet acte est un complément de [7]. Dans [7], de nouveaux théorèmes d’Ingham ont été
établis pour obtenir l’observabilité uniforme de l’équation des ondes 1D. Nous rassemblons ici, sous
forme compacte et auto-contenue, plusieurs résultats obtenus à l’aide des multiplicateurs discrets.
D’autre part, nous établissons un exemple d’inégalité de type Ingham où la position de l’intervalle joue
un rôle dans la détermination du temps optimal, ce qui n’est habituellement pas le cas. L’exemple en
question renforce l’idée que ce phénomène, déjà évoqué dans [7], peut apparâıtre.

Abstract. This proceedings is a complement of [7]. In [7], new Ingham type theorems have been
developped in order to establish the uniform observability of the wave equation in 1D. We gather here
in a self-contained and compact form several results obtained by the mean of discrete multipliers. In a
second part, we give an example of Ingham type inequality where the position of the interval is a key
point in the determination of the optimal time. This example enforces the idea that such phenomenon,
already mentionned in [7], can occur.

Introduction

On considère l’équation des ondes 1D







utt − uxx = 0, 0 < x < 1, 0 < t < T,
u(t, 0) = 0, u(t, 1) = 0, 0 < t < T
u(0, x) = u0(x), ut(x, 0) = u1(x), 0 < x < 1,

(1)

qui admet une unique solution u ∈ C([0, T ]; H1
0 (0, 1)) ∩ C1([0, T ]; L2(0, 1)), pour (u0, u1) ∈ H1

0 (0, 1) × L2(0, 1).
L’énergie de la solution est donnée par

E(t) =
1

2

∫ 1

0

|ut(t, x)|2 + |ux(t, x)|2 dt,

et est conservée, c’est-à-dire que l’on a E(t) = E(0), 0 < t < T . Il est bien connu que pour T ≥ 2, on a
l´inégalité d’observabilité

E(0) ≤ C(T )

∫ T

0

|ux(t, 1)|2 dt, (2)

pour chaque solution u de (1), avec une constante C(T ) > 0 indépendante de la condition initiale (u0, u1). Cette
inégalité signifie que l’énergie de la solution peut être estimée par l’énergie concentrée en l’extrémité x = 1 de
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la frontière et est également liée à la contrôlabilité frontière de l’équation des ondes (voir par exemple [8]).
Chaque solution u de (1) satisfait aussi une propriété supplémentaire de régularité

∫ T

0

|ux(t, 1)|2 dt ≤ C(T )E(0), (3)

avec une autre constante C(T ) > 0. Cette dernière inégalité est souvent appelée inégalité directe, alors que la
première est aussi appelée inégalité inverse (cf [9]). L’inégalité directe est importante pour résoudre le problème
frontière non homogène.
Le schéma aux différences finies. On considère maintenant la semi-discrétisation classique de l’équation des
ondes 1D, avec N ∈ N

∗ impair et h := 1/(N + 1) :







u′′
j = 1

h2 (uj+1 − 2uj + uj−1) , 0 < t < T, j = 1, 2, . . . , N
u0 = uN+1 = 0, 0 < t < T
uj(0) = u0

j , u′
j(0) = u1

j , j = 0, . . . , N + 1.
(4)

Pour chaque condition initiale (u0
j , u

1
j )

N+1
j=0 satisfaisant u0

0 = u0
N+1 = u1

0 = u1
N+1 = 0, le système (4) admet une

unique solution, qui est explicitement donnée par

uj(t) =

N
∑

|k|=1

akeiλ0
k
te

|k|
j , e

|k|
j = sin(j|k|πh), λ0

k =
2

h
sin(k

πh

2
), (5)

où les coefficients (ak)N
|k|=1 sont uniquement déterminés par les relations

u0
j =

N
∑

k=1

(ak + a−k)ek
j , u1

j =

N
∑

k=1

iλ0
k(ak − a−k)ek

j , j = 1, . . . , N. (6)

L’énergie du système est donnée par :

E0
h(t) =

h

2

N
∑

j=0

[

|u′
j |2 +

∣

∣

∣

∣

uj+1(t) − uj(t)

h

∣

∣

∣

∣

2
]

, (7)

et est une discrétisation de l’énergie continue. Elle est aussi constante en temps : E0
h(t) = E0

h(0), 0 < t < T .
On cherche maintenant une version semi-discrète de (2), c’est-à-dire, une inégalité d’observabilité uniforme :
a-t-on

C(T )E0
h(0) ≤

∫ T

0

∣

∣

∣

∣

uN (t)

h

∣

∣

∣

∣

2

dt, (8)

avec une constante C(T ) > 0 indépendante des conditions initiales et de h ? Une telle inégalité est aussi
liée à l’approximation numérique semi-discrète du contrôle frontière de l’équation des ondes en 1D, qui a été
intensément étudié ces derniers temps (cf [18]). La principale propriété et difficulté ici est que la constante C(T )
générique doit être indépendante du pas de discrétisation h. Comme dans le cas continu, on peut aussi chercher
à obtenir une inégalité directe : a-t-on

∫ T

0

∣

∣

∣

∣

uN(t)

h

∣

∣

∣

∣

2

dt ≤ C(T )E0
h(0) (9)

avec une constante C(T ) > 0 indépendante des conditions initiales et de h ?
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Le θ-schéma. Soit 0 ≤ θ ≤ 1/4. Le θ-schéma est une généralisation du schéma précédent et a été introduit
dans [13]. Il est obtenu en remplaçant u′′

j avec u′′
j + θ(u′′

j+1 − 2u′′
j + u′′

j−1) dans (4) :







u′′
j + θ(u′′

j+1 − 2u′′
j + u′′

j−1) = 1
h2 (uj+1 − 2uj + uj−1) , 0 < t < T, j = 1, 2, . . . , N

u0 = uN+1 = 0, 0 < t < T
uj(0) = u0

j , u′
j(0) = u1

j , j = 0, . . . , N + 1.
(10)

Notons que le schéma aux différences finies correspond au cas θ = 0. La valeur θ = 1/6 correspond à une semi-
discrétisation par éléments finis (voir par exemple [15]), et la valeur θ = 1/4 peut aussi être dérivée à partir
d’une méthode d’éléments finis, en discrétisant la position et la vitesse de manière différente, et est appelée
méthode d’éléments finis mixtes (voir [1]).
La solution peut être exprimée en série de Fourier comme dans (5), en remplaçant λ0

k par λθ
k qui satisfait

−(λθ
k)2 + θh2(λθ

k)2(λ0
k)2 = −(λ0

k)2. (11)

L’énergie du système est donnée par

Eθ
h(t) =

h

2

N
∑

j=1

∣

∣u′
j

∣

∣

2 − θ
∣

∣u′
j+1 − u′

j

∣

∣

2
+

∣

∣

∣

∣

uj+1 − uj

h

∣

∣

∣

∣

2

, (12)

et satisfait Eθ
h(t) = Eθ

h(0), pour 0 < t < T .
L’observabilité uniforme est alors : a-t-on

C(T )Eθ
h(0) ≤

∫ T

0

∣

∣

∣

∣

uN (t)

h

∣

∣

∣

∣

2

dt + θ

∫ T

0

|u′
N(t)|2 dt, (13)

avec une constante C(T ) > 0 indépendante des conditions initiales et de h ?
L’inégalité directe est : a-t-on

∫ T

0

∣

∣

∣

∣

uN (t)

h

∣

∣

∣

∣

2

dt + θ

∫ T

0

|u′
N(t)|2 dt ≤ C(T )Eθ

h(0), (14)

avec une constante C(T ) > 0 indépendante des conditions initiales et de h ?
Il est maintenant bien connu que l’observabilité uniforme peut ne pas avoir lieu pour les semi-discrétisations clas-
siques par l’effet de solutions numériques avec des modes de hautes fréquences parasites, et plusieurs méthodes
ont été développées et analysées ces dernières années.
La méthode de filtrage. Un remède est de filtrer les hautes fréquences, comme cela a été introduit dans [5].
Plus précisément, pour 0 < α < 1, on peut considérer le sous-espace des solutions de (4) ou (10) satisfaisant

ak = 0, |k| ≥ αN.

La méthode à deux grilles. On peut aussi retrouver l’observabilité uniforme en modifiant les conditions
initiales. Une méthode consiste à utiliser une grille fine et une grille grossière et de projeter les données initiales
de la grille fine sur la grille grossière. Il s’agit de la méthode à deux grilles qui a été proposée par Glowinski [3]
(dans le contexte des discrétisations complètes par éléments finis et différences finis en 2D) et en premier analysée
par Negreanu et Zuazua [16], avec une approche de type multiplicateurs discrets, comme nous allons le voir.
On suppose que N ∈ N

∗ est un nombre impair. Considérons donc des conditions initiales satisfaisant

u0
2k+1 =

u0
2k + u0

2k+2

2
, u1

2k+1 =
u1

2k + u1
2k+2

2
, k = 0, . . .

N − 1

2
. (15)
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La méthode des éléments finis mixtes. Il s’agit du θ-schéma, lorsque θ = 1/4. Il a été analysé par [1].
Autres méthodes. Il existe également d’autres moyens de retrouver l’observabilité uniforme : régularisation
deTychonoff [2], qui consiste à rajouter un terme agissant à l’intérieur du domaine et disparaissant lorsque la
taille de maille tend vers zéro, l’ajout d’un terme de viscosité (voir [17] dans le cas de problèmes de stabilisation),
l’utilisation de données initiales analytiques [12]. On réfère aussi le lecteur à [18], pour un aperçu des méthodes
existantes.
L’observabilité uniforme, dans le contexte des semi-discrétisations de l’équation des ondes 1D a été étudiée dans
plusieurs travaux récents : [5], [12], [1], [14], [16], [15]. Essentiellement deux sortes de méthodes ont été utilisées
pour prouver l’observabilité uniforme.
La méthode des multiplicateurs. Elle consiste à établir des identités pour les solutions considérées pour
lesquelles l’observabilité uniforme est dérivée. Le moyen d’obtenir ces identités est d’utiliser l’équation, des
intégrations par parties et des sommes téléscopiques dans le cas semi-discret (qui sont en fait un analogue de
l’intégration par par parties au niveau discret).
Approche de type Ingham. Elle consiste à utiliser la solution sous forme de série de Fourier et d’utiliser
ensuite un théorème d’Ingham [6] ou une variante (cf [7]).
Notons qu’il existe aussi d’autres méthodes pour prouver l’observabilité uniforme : voir par exemple [12], [4].
Toutes les questions mentionnées ici peuvent être posées pour d’autres équations et en dimension plus élevées,
pour des discrétisations complètes, mais nous allons ici seulement traiter le cas de la semi-discrétisation de
l’équation des ondes 1D.
Pour la suite, nous allons rappeler la preuve de plusieurs résultats d’observabilité uniforme obtenus par la
méthode des multiplicateurs. le but est de rassembler plusieurs résultats et preuves dans une forme compacte
et auto contenue (certains de ces résultats peuvent aussi être trouvés dans [7]).
La méthode des multiplicateurs ne donne généralement pas le temps optimal pour l’observabilité uniforme. Ainsi,
par exemple, à l’aide des multiplicateurs discrets, on peut établir que (8) est vérifié pour des conditions initiales

satisfaisant (15) pour tout temps T > 4. Ce temps peut être amélioré à T > 2
√

2 en utilisant une approche de
type Ingham (cf [7]), et il a été montré dans [7] que ce temps est optimal, si l’on remplace l’intervalle [0, T ] par
l’intervalle [−T/2, T/2], et un exemple est exhibé dans un cas simplifié où le temps d’observation dépend de la
position de l’intervalle.
Dans une dernière partie, on étudie de manière exhaustive la dépendance du temps optimal d’observation par
rapport à la position de l’intervalle pour une inégalité similaire.

1. L’inégalité directe

L’inégalité directe a été prouvée pour θ = 0 dans [5] et [12], pour θ = 1/4 dans [1], et pour θ = 1/6 dans [15]
(et est aussi contenue dans [5]).
Le schéma aux différences finies. On utilise d’abord les conditions aux bords u0 = uN+1 = 0 de (4). Les
calculs algébriques suivants correspondent alors à une intégration par parties discrète. On a tout d’abord

(N + 1)u2
N =

N
∑

j=0

(j + 1)(uj+1 − uj)
2 −

N−1
∑

j=0

(j + 1)(uj+1 − uj)
2,

puis en découpant la première somme et avec un changement d’indice dans la deuxième somme, on a

(N + 1)u2
N =

N
∑

j=0

(uj+1 − uj)
2 +

N
∑

j=0

j(uj+1 − uj)
2 −

N
∑

j=1

j(uj − uj−1)
2,

ce qui donne

(N + 1)u2
N =

N
∑

j=0

(uj+1 − uj)
2 +

N
∑

j=1

j(uj+1 − 2uj + uj−1)(uj+1 − uj−1)
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On utilise alors la relation u′′
j = 1

h2 (uj+1 − 2uj + uj−1) de (4) pour obtenir

(N + 1)u2
N =

N
∑

j=0

(uj+1 − uj)
2 +

N
∑

j=1

jh2u′′
j (uj+1 − uj−1).

On fait ensuite une intégration par parties en temps :

∫ T

0

ju′′
j (uj+1 − uj−1)dt = −

∫ T

0

ju′
j(u

′
j+1 − u′

j−1)dt + ju′
j(uj+1 − uj−1)

∣

∣

T

0
,

De manière algébrique, comme précédemment, on obtient

−
N
∑

j=0

u′
jj(u

′
j+1 − u′

j−1) = −
N
∑

j=0

ju′
ju

′
j+1 +

N
∑

j=0

(j + 1)u′
j+1u

′
j =

N
∑

j=0

u′
ju

′
j+1 =

N
∑

j=0

|u′
j |2 −

1

2

N
∑

j=0

(u′
j − u′

j+1)
2.

En posant Xh(t) = h
∑N

j=1 j
(

uj+1−uj−1

)

u′
j , et en reprenant les 3 précédentes égalités, on a finalement l’identité

∫ T

0

∣

∣

∣

∣

uN(t)

h

∣

∣

∣

∣

2

dt = 2TEh(0) + Xh(t)
∣

∣

∣

T

0
− h

2

N
∑

j=0

∫ T

0

∣

∣u′
j+1 − u′

j

∣

∣

2
dt

D’autre part, en utilisant l’inégalité triangulaire puis l’inégalité de Cauchy-Schwarz, on a l’estimation

|Xh(t)| ≤ h





N
∑

j=0

∣

∣j(uj+1 − uj)u
′
j

∣

∣+
∣

∣j(uj − uj−1)u
′
j

∣

∣



 ≤ h





N
∑

j=0

∣

∣u′
j

∣

∣

2
+

N
∑

j=0

(1/h)2 |uj+1 − uj |2


 = 2 |Eh(0)| ,

de telle sorte que l’on obtient finalement (9) :

∫ T

0

∣

∣

∣

∣

uN(t)

h

∣

∣

∣

∣

2

dt ≤ 2(T + 2)Eh(0).

Le θ-schéma. L’intégration par parties discrète en espace donne cette fois-ci avec (10)

(N + 1)u2
N =

N
∑

j=0

(uj+1 − uj)
2 +

N
∑

j=1

jh2u′′
j (uj+1 − uj−1) + θ

N
∑

j=1

jh2(u′′
j+1 − 2u′′

j + u′′
j−1)(uj+1 − uj−1),

tandis que l’intégration par parties en temps donne

∫ T

0

(u′′
j+1−2u′′

j +u′′
j−1)(uj+1−uj−1)dt = −

∫ T

0

(u′
j+1−2u′

j+u′
j−1)(u

′
j+1−u′

j−1)+(u′
j+1−2u′

j+u′
j−1)(uj+1−uj−1)|T0 .
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Pour étudier le premier terme, on obtient de manière algébrique, en utilisant les égalités u′
j+1 − 2u′

j + u′
j−1 =

(u′
j+1 − u′

j) − (u′
j − u′

j−1) et u′
j+1 − u′

j−1 = (u′
j+1 − u′

j) + (u′
j − u′

j−1) ainsi que u0 = uN+1 = u′
0 = u′

N+1 = 0

N
∑

j=0

j(u′
j+1 − 2u′

j + u′
j−1)(u

′
j+1 − u′

j−1) =

N
∑

j=0

j(u′
j+1 − u′

j)(u
′
j+1 − u′

j−1) −
N
∑

j=0

j(u′
j − u′

j−1)(u
′
j+1 − u′

j−1)

=

N
∑

j=0

j(u′
j+1−u′

j)(u
′
j+1−u′

j)+

N
∑

j=0

j(u′
j+1−u′

j)(u
′
j−u′

j−1)−
N
∑

j=0

j(u′
j−u′

j−1)(u
′
j+1−u′

j)−
N
∑

j=0

j(u′
j−u′

j−1)(u
′
j−u′

j−1)

=

N
∑

j=0

j(u′
j+1−u′

j)
2−

N
∑

j=0

j(u′
j−u′

j−1)
2 =

N
∑

j=0

j(u′
j+1−u′

j)
2−

N−1
∑

j=0

(j+1)(u′
j+1−u′

j)
2 = (N+1)|u′

N |2−
N
∑

j=0

(u′
j+1−u′

j)
2.

0n obtient alors, en posant Yh(t) = h
∑N

j=1 j
(

uj+1 − uj−1

)

(u′
j + θ(u′

j+1 − 2u′
j + u′

j−1))

∫ T

0

∣

∣

∣

uN

h

∣

∣

∣

2

+ θ |u′
N |2 dt − Yh(t)|T0 =

∫ T

0

N
∑

j=0

h(θ − 1/2)(u′
j+1 − u′

j)
2 + h(

uj+1 − uj

h
)2 + h

∣

∣u′
j

∣

∣

2
dt

= 2TEθ
h(0) + (2θ − 1/2)h

∫ T

0

N
∑

j=0

(u′
j+1 − u′

j)
2dt (16)

D’autre part, on a

Yh(t) = (1−4θ)Wh(t)+θZh(t), Wh(t) = h

N
∑

j=1

j(uj+1−uj)u
′
j , Zh(t) = h

N
∑

j=1

j(uj+1−uj)(u
′
j+1 +2u′

j +u′
j−1),

et

|Wh(t)| ≤ h
N
∑

j=1

∣

∣u′
j

∣

∣

2
+

(

uj+1 − uj

h

)2

,

|Zh(t)| ≤ h

N
∑

j=1

j
(

|uj+1 − uj | + |uj − uj−1|)(
∣

∣u′
j+1 + u′

j

∣

∣+
∣

∣u′
j + u′

j−1

∣

∣

)

≤ h

N
∑

j=1

2j2 |uj+1 − uj |2+2j2 |uj − uj−1|2+
1

2

∣

∣u′
j+1 + u′

j

∣

∣

2
+

1

2

∣

∣u′
j + u′

j−1

∣

∣

2 ≤ h

N
∑

j=1

4

(

uj+1 − uj

h

)2

+
∣

∣u′
j+1 + u′

j

∣

∣

2
,

de telle sorte que

|Yh(t)| ≤ h

N
∑

j=1

(

uj+1 − uj

h

)2

+ h

N
∑

j=1

(1 − 4θ)
∣

∣u′
j

∣

∣

2
+ θ

∣

∣u′
j+1 + u′

j

∣

∣

2
= 2Eθ

h(0). (17)

Pour chaque 0 ≤ θ ≤ 1/4 et T > 0, on obtient finalement (14) :

∫ T

0

∣

∣

∣

∣

uN(t)

h

∣

∣

∣

∣

2

dt + θ

∫ T

0

|u′
N (t)|2 dt ≤ 2(T + 2)Eθ

h.
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2. L’observabilité uniforme

L’observabilité uniforme a été obtenue pour la méthode des éléments finis mixtes [1], la méthode de filtrage [5]
(pour θ = 0 et θ = 1/6) et la méthode à deux grilles [16] (pour θ = 0) , [15] (pour θ = 0 et θ = 1/6).
La méthode des éléments finis mixtes. Pour θ = 1/4, qui correspond à la méthode des éléments finis
mixtes, à partir de (16), on obtient

∫ T

0

∣

∣

∣

uN

h

∣

∣

∣

2

+ 1/4 |u′
N |2 dt = 2TE

1/4
h (0) + Yh(t)|T0 ≥ 2(T − 2)E

1/4
h (0),

ce qui signifie que l’on a observabilité uniforme pour T > 2. Notons que l’on ne peut pas se débarasser du terme
∫ T

0

∣

∣u′
N (t)

∣

∣

2
dt (on peut le voir en prenant aN = 1 et ak = 0 sinon).

La méthode de filtrage. On a d’après (5) et (11)

h2
∣

∣λθ
k

∣

∣

2
=

4 sin2(kπh/2)

1 − 4θ sin2(kπh/2)
≤ 4 sin2(απh/2)

1 − 4θ sin2(απh/2)
, pour |k| ≤ αN,

et donc, pour 0 ≤ θ ≤ 1/4, on a, avec la solution explicite donnée par (5)

0 ≤ (1/2 − 2θ)h

∫ T

0

N
∑

j=0

(u′
j+1 − u′

j)
2dt = (1/2− 2θ)

∑

|k|≤αN

|ak|2 h2
∣

∣λθ
k

∣

∣

2 ∣
∣λ0

k

∣

∣

2 ≤ 2(1 − 4θ) sin2(απh/2)

1 − 4θ sin2(απh/2)
Eθ

h(0),

de telle sorte que, de (16), on obtient

∫ T

0

∣

∣

∣

uN

h

∣

∣

∣

2

+ θ |u′
N |2 dt ≥ (2T − 4)Eθ

h − T
2(1 − 4θ) sin2(απh/2)

1 − 4θ sin2(απh/2)
Eθ

h,

ce qui signifie que l’observabilité uniforme est vraie pour

T > 2/(1− (1 − 4θ) sin2(απh/2)

1 − 4θ sin2(απh/2)
) = 2(1− 4θ sin2(απh/2))/(cos2(απh/2)) = 2(1 + (1 − 4θ) tan2(απh/2)).

Notons que l’on obtient le même temps d’observation que dans [5] pour θ = 0 et θ = 1/6 (pour le dernier cas,

le temps trouvé était T > 2/(1 − γ/12), avec |λθ
kh| ≤ √

γ, et puisque γ = 4 sin2(απh/2)
1−4θ sin2(απh/2)

, on peut vérifier qu’il

s’agit du même temps).
La méthode à deux grilles. En traduisant les relations (15) en série de Fourier, grâce à l’expression (6), on
obtient pour j = 0, . . . , N−1

2
N
∑

k=1

(ak + a−k)

(

ek
2j+1 −

ek
2j + ek

2j+2

2

)

= 0,

ce qui donne, en rappelant que ek
j = sin(jkπh)

0 =
N
∑

k=1

(

λ0
k

)2
(ak + a−k) ek

2j+1 =

(N−1)/2
∑

k=1

(

λ0
k

)2
(ak + a−k) ek

2j+1+

(N−1)/2
∑

k=1

(

λ0
N+1−k

)2
(aN+1−k + ak−N−1) eN+1−k

2j+1

On obtient alors par indépendance des (ek
2j+1)

(N−1)/2
k=1 et en procédant de même pour la deuxième relation de

(6) pour k = 0, . . . , N−1
2 :

{

(λ0
k)2(ak + a−k) = −(λ0

N+1−k)2(aN+1−k + a−N−1+k),
(λ0

k)2λθ
k(ak − a−k) = −(λ0

N+1−k)2λθ
N+1−k(aN+1−k − a−N−1+k).

(18)
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En prenant le carré des relations et en sommant, puisque λθ
k ≤ λθ

N+1−k pour k = 1, . . . , (N − 1)/2, on obtient

|aN+1−k|2 + |a−N−1+k|2 ≤ (νk)
4
(

|ak||2 + |a−k|2
)

, νk =
λ0

k

λ0
N+1−k

, k = 1, . . . ,
N − 1

2
. (19)

On a déjà les estimations (16) et (17) dérivées de l’inégalité directe. On pose maintenant Cθ := 1−4θ
1−2θ , qui

satisfait pour k = 1, . . . , (N − 1)/2

(1/2− 2θ)
∣

∣λθ
N+1−k

∣

∣

2
h2 ≥ Cθ.

Donc, grâce au choix des conditions initiales, on obtient

(2θ − 1/2)h

N
∑

j=0

∣

∣u′
j+1 − u′

j

∣

∣

2−CθE
θ
h =

N
∑

|k|=1

(

(2θ − 1/2)
h2

2

∣

∣λ0
k

∣

∣

2 ∣
∣λθ

k

∣

∣

2 − Cθ/2
∣

∣λ0
k

∣

∣

2
)

|ak|2 ≤
(N−1)/2
∑

k=1

d|k|
∣

∣λ0
k

∣

∣

2
/2 |ak|2 ,

où, pour k = 1, . . . , (N − 1)/2 et 0 ≤ θ ≤ 1/4 on a

dk :=
(

(1/2− 2θ)
∣

∣λθ
k

∣

∣

2
h2 − Cθ

)

+
∣

∣

∣(1/2− 2θ)
∣

∣λθ
N+1−k

∣

∣

2
h2 − Cθ

∣

∣

∣ · |νk|2

= Cθ

(

(1/2− θ)
(

|λθ
k |2h2 + |λθ

N+1−k|2h2|νk|2
)

− 1 − |νk|2
)

= Cθ

(

|λ0
N+1−k|2h2

(

1 − θh2|λ0
N+1−k|2

) (

1 − θh2|λ0
k|2
))−1

ek,

avec

ek :=
(

(1/2− θ)
(

|λ0
k||λ0

N+1−k |2h4(2 − 4θ) + |νk|2
)

− 4
(

1 − θh2|λ0
N+1−k|2

) (

1 − θh2|λ0
k|2
))

= −4 + 16θ + |λ0
k|2|λ0

N+1−k|2h4
(

(−θ + 1/2) (2 − 4θ) − 4θ2
)

= (−1 + 4θ)
(

4 − |λ0
k |2|λ0

N+1−k|2h4
)

≤ 0.

On obtient finalement

∫ T

0

|uN

h
|2 + θ|u′

N |2dt ≥ ((2 − Cθ) T − 4) Eθ
h(0) = (T/(1 − 2θ) − 4)Eθ

h(0),

ce qui signifie que l’observabilité uniforme a lieu pour T > 4(1 − 2θ). Remarquons que l’on obtient le temps
T > 4, pour θ = 0, comme dans [16] et [15]. Pour θ = 1/6, on obtient l’estimation T > 2+2/3, qui est meilleure
que T > 4 obtenue dans [15]. On peut aussi remarquer que l’on obtient le même temps que le temps obtenu par
la méthode de filtrage de paramètre α = 1/2.

3. Une inégalité dépendant de la position de l’intervalle

On cherche maintenant des exemples où la position de l’intervalle joue un rôle dans le temps optimal d’ob-
servation.
Soit α > 0. Alors on a T ≥ π

α si et seulement si

C(T )
∑

k≥1

|ak|2 ≤
∫ T

0

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∑

k≥1

ak(eikαt + e−ikαt)

∣

∣

∣

∣

∣

∣

2

dt

est vérifié pour tout (ak).
D’autre part, on a T ≥ 2π

α si et seulement si

C(T )
∑

k≥1

|ak|2 ≤
∫ T/2

−T/2

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∑

k≥1

ak(eikαt + e−ikαt)

∣

∣

∣

∣

∣

∣

2

dt
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est vérifié pour tout (ak).
On voit donc sur cet exemple que le temps optimal pour avoir l’inégalité

C(I)
∑

k≥1

|ak|2 ≤
∫

I

|
∑

k≥1

ak(eikαt + e−ikαt)|2dt (20)

dépend non seulement de la longueur de l’intervalle I mais aussi de sa position. Cet exemple a été mentionné
dans [7].

On s’intéresse ici à savoir quand l’inégalité suivante est vérifiée :

C(I)
∑

k≥1

|ak|2 ≤
∫

I

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∑

k≥1

akeikat

∣

∣

∣

∣

∣

∣

2

dt +

∫

I

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∑

k≥1

ake−ikbt

∣

∣

∣

∣

∣

∣

2

dt, (21)

où a, b sont des nombres strictement positifs.
Notons que si on a

C(I)
∑

k≥1

|ak|2 ≤
∫

I

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∑

k≥1

ak(eikat + e−ikbt)

∣

∣

∣

∣

∣

∣

2

dt, (22)

alors (21) est vérifiée. L’inégalité (22) est une généralisation de (20), mais semble plus complexe à obtenir que
(21), et c’est pour cela que l’on cherchera ici seulement à étudier sous quelle condition sur I l’inégalité (21) est
vérifiée. Notons que par un changement de variable (22) revient à regarder la propriété de suite de Riesz sur
l’union des 2 intervalles aI ∪−bI . On pourra consulter [10] sur le problème de trouver une base de Riesz sur une
union d’intervalles et plus récemment [11] dans le cas multidimensionnel. On établit ici le théorème suivant :

Théorème 3.1. Soit a, b > 0, α ∈ R et I = [αT, αT + T ]. On définit Tα par

• Si α = ` + s, avec ` ∈ N et 0 < s < 1, alors Tα = min( 2π
max(a,b) ,

2π(`+2)
(a+b)(`+1+s) ).

• Si α = −` + s, avec ` ∈ N, ` ≥ 2 et 0 < s < 1, alors Tα = min( 2π
max(a,b) ,

2π`
(a+b)(`−s) ).

• Si α = −1 + s, avec 0 < s < 1, alors Tα = min( 2π
max(a,b) ,

2π
(a+b)max(1−s,s) ).

• Si α ∈ Z alors Tα = min( 2π
max(a,b) ,

2π
a+b ) = 2π

a+b .

Alors, pour tout T ≥ Tα, (21) est satisfaite, avec une constante C(I) indépendante des coefficients (ak). Si
T < Tα, alors (21) ne peut pas être satisfaite avec une constante C(I) indépendante des coefficients (ak).

Démonstration. Soit α ∈ R et I = [αT, αT + T ]. On peut supposer que aT < 2π et bT < 2π. En effet, si
T ≥ 2π/a ou T ≥ 2π/b, (21) sera vérifiée. On a

∫

I







∣

∣

∣

∣

∣

∣

∑

k≥1

akeikat

∣

∣

∣

∣

∣

∣

2

+

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∑

k≥1

ake−ikbt

∣

∣

∣

∣

∣

∣

2





dt =

(

a

∫ αaT+aT

αaT

+b

∫ −αbT

−αbT−bT

)

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∑

k≥1

akeikt

∣

∣

∣

∣

∣

∣

2

dt

=

(

a

∫ aT

0

+b

∫ −α(a+b)T

−α(a+b)T−bT

)

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∑

k≥1

akeikt

∣

∣

∣

∣

∣

∣

2

dt. (23)

On cherche ensuite k ∈ Z de telle sorte que

−α(a + b)T − bT + 2πk ≤ aT, −α(a + b)T + 2kπ ≥ 2π.
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Si un tel k existe, on aura

(

a

∫ aT

0

+b

∫ −α(a+b)T

−α(a+b)T−bT

)

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∑

k≥1

akeikt

∣

∣

∣

∣

∣

∣

2

dt =

(

a

∫ aT

0

+b

∫ −α(a+b)T+2πk

−α(a+b)T−bT+2πk

)

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∑

k≥1

akeikt

∣

∣

∣

∣

∣

∣

2

dt

≥
(

a

∫ aT

0

+b

∫ 2π

aT

)

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∑

k≥1

akeikt

∣

∣

∣

∣

∣

∣

2

dt ≥ min(a, b)

∫ 2π

0

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∑

k≥1

akeikt

∣

∣

∣

∣

∣

∣

2

dt

et on sera donc assuré d’avoir (21). On obtient donc

T (a + b)(α + 1) ≥ 2kπ, αT (a + b) ≤ 2(k − 1)π.

On distingue donc plusieurs cas.
• On suppose que α = ` + s, avec ` ∈ N et 0 < s < 1. On obtient alors

k

α + 1
≤ T (a + b)

2π
≤ k − 1

α
,

et donc α ≤ k − 1, ce qui implique que k − 1 > `, donc k ≥ ` + 2. Comme on doit avoir T (a + b)(α + 1) ≥ 2kπ,
le temps le plus petit que l’on puisse obtenir est alors obtenu pour k = ` + 2. Dans ce cas, on a T (a + b) =
2π(` + 2)/(` + 1 + s), et pour cette valeur de T = Tα, on a donc (21). Si maintenant T = Tα − ε, avec ε > 0 on
aura

−α(a + b)T − bT + 2π(` + 1) − aT = (α + 1)ε > 0, −α(a + b)T + 2(` + 1)π ≥ 2π.

D’autre part, on a aT < 2π, donc on peut choisir ε assez petit de telle sorte que aT < −α(a+b)T−bT+2π(`+1) <
2π. Dans ce cas, on doit avoir bT ≥ 2π, ce qui n’est pas possible.
• On suppose maintenant que α = −` + s, avec ` ∈ N, ` ≥ 2 et 0 < s < 1. On obtient alors

k − 1

α
≤ T (a + b)

2π
≤ k

α + 1
,

et donc α ≥ k− 1, ce qui implique que k− 1 ≤ −`. Comme on doit avoir T (a+ b)/(2π) ≥ (k− 1)/α, le temps le
plus petit est obtenu pour k − 1 = −`. On a alors T = Tα et (21). Enfin, si T = Tα − ε, avec ε > 0, assez petit
de telle sorte que l’on ait :

aT < −α(a + b)T + 2(−` + 1)π = 2π + α(a + b)ε < 2π.

On doit alors avoir à nouveau bT ≥ 2π, ce qui est impossible.
• On suppose maintenant que α = −1 + s, avec 0 < s < 1. On obtient alors

T (a + b)

2π
≥ max

(

k

α + 1
,
k − 1

α

)

.

Le minimum de la quantité de droite est obtenu pour k = 0 ou k = 1, de telle sorte que l’on obtient (21) pour
T = Tα. Enfin, si T = Tα − ε, comme k/(α + 1) et 2(k − 1)/α sont distincts pour k = 0, 1 et α 6∈ {0, 1}, on se
retrouve dans l’un des cas des deux cas précédents et donc on ne peut pas avoir (21).

• On suppose que α ∈ Z. On a alors pour T = Tα, en prenant le membre de droite de (23), a
∫

2πa

a+b

0 +b
∫ 0
−2πb

a+b

, et

donc on a un intervalle de longueur 2π, ce qui signifie que (21) est valide. Enfin, si T < Tα, on a aT + bT < 2π
et donc (21) ne peut pas être satisfaite. �
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Figure 1. Tα
(a+b)

2π versus α, pour a = b = 1 (à gauche) et pour a = 1 et b = 0.6 (à droite).

A titre d’exemple, on a représenté sur le Figure 1 le temps Tα en fonction de α pour différentes valeurs de a et
b. On déduit du Théorème 3.1 le corollaire suivant :

Corollaire 3.2. Soit I = [ε, ε + T ], avec 0 < ε < T . Alors, si (8) a lieu pour toutes les conditions initiales

satisfaisant (15), on a T ≥ 2
√

2 − ε.

Démonstration. Supposons que l’on ait montré que

∫ T+ε

ε

∣

∣

∣

∣

∣

∑

k

akeiπ/
√

2kt

∣

∣

∣

∣

∣

2

dt +

∫ T+ε

ε

∣

∣

∣

∣

∣

∑

k

ake−iπ/
√

2kt

∣

∣

∣

∣

∣

2

dt ≥ C(I)
∑

k

|ak|2, (24)

Ceci implique donc que T ≥ Tα, avec α = ε
T . Comme 0 < ε < T , on a 0 < α < 1 et donc a+b

2π Tα = 2
1+α , avec

a = b = π√
2
, ce qui implique que T ≥ 2

√
2 − ε, ce qui donne le résultat.

Il reste maintenant à montrer (24). Pour cela, on reprend la démonstration de [7] établie pour l’intervalle
[−T/2, T/2]. On suppose donc que l’on a l’observabilité uniforme (8) pour I = [ε, T + ε] pour des données
initiales satisfaisant (15). On considère alors une sous classe de solutions satisfaisant

ak = a−k, N− := N/2− N1/4 ≤ k ≤ N/2, ak = 0 |k| < N−.

On a alors en posant νk =
λ0

k

λ0
N+1−k

∫

I

∣

∣

∣

∣

uN(t)

h

∣

∣

∣

∣

2

dt ≤ 2

∫

I

∣

∣

∣

∣

∣

∣

N/2
∑

k≥N−

ek
N

h
(akeiλkt + akν2

keiλN+1−kt)

∣

∣

∣

∣

∣

∣

2

+

∣

∣

∣

∣

∣

∣

N/2
∑

k≥N−

ek
N

h
(ake−iλkt + akν2

ke−iλN+1−kt)

∣

∣

∣

∣

∣

∣

2

dt,

et donc

C(T )

N/2
∑

k=N−

|λk|2|ak|2 ≤
∫

I

∣

∣

∣

∣

∣

∣

N/2
∑

k≥N−

ek
N

h
akeiλkt

∣

∣

∣

∣

∣

∣

2

dt +

∫

I

∣

∣

∣

∣

∣

∣

N/2
∑

k≥N−

ν2
k

ek
N

h
akeiλN+1−kt

∣

∣

∣

∣

∣

∣

2

dt,

ce qui donne (en utilisant le fait que
∣

∣

∣

ek

N

λkh

∣

∣

∣ ≥ cos(π/4), dès que N/2 −
√

N − 1 ≤ k ≤ N/2),

C(T )

N/2
∑

k=N−

|ak|2 ≤
∫

I

∣

∣

∣

∣

∣

∣

N/2
∑

k≥N−

akeiλkt

∣

∣

∣

∣

∣

∣

2

dt +

∫

I

∣

∣

∣

∣

∣

∣

N/2
∑

k≥N−

ν2
kakeiλN+1−kt

∣

∣

∣

∣

∣

∣

2

dt.
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En décomposant λ0
k = 2/h sin(π/4+(k−1/(2h))πh/2) et λ0

N+1−k = 2/h cos(π/4+(k−1/(2h))πh/2), on obtient

∫ T+ε

ε

∣

∣

∣

∣

∣

∑

k

akeiπ/
√

2kt

∣

∣

∣

∣

∣

2

dt +

∫ T+ε

ε

∣

∣

∣

∣

∣

∑

k

ν2
kake−iπ/

√
2kt

∣

∣

∣

∣

∣

2

dt ≥ C(T )
∑

k

|ak|2.

Maintenant, en prenant une borne supérieure de |ν2
k − 1| qui tend vers zéro, l’inégalité se réduit à (24). �

Remarque 3.3. On ne sait pas si le résultat reste valable pour ε = 0. On sait que si T ≥ 2
√

2, alors (8) a lieu
pour toutes les conditions initiales satisfaisant (15), indépendamment de la position de l’intervalle, cf [7]. Notons
qu’en prenant ε = 0 dans (24), on obtient seulement T ≥ 2, et le problème de connâıtre le temps optimal pour
avoir (8) pour toutes les conditions initiales satisfaisant (15), dans le cas de l’intervalle [0, T ] reste ouvert.
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