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� �� ������������ ��� ��� �!�����"� #"� �"$� �"%&!�� ��'���� ��$��(
��"��! �)���$�	 *�� &�""# "# ��� $��� ���%!� %��� ��� $���"�"!"+) ����"�%���
�� �$$��� ��� *%����, -�.� /���� ��� �0&"������! ��� �!��) #"� ��� �!"��� !""&
&�" !�$ �� ���%��� �" �� " ���1� �!��) ����$��� #"� ��� �"����&"����+ %��"���"!!��
�)���$ �"$ ���� �" �  "%�������� &�"&���) "# ��� �����#�� #%����"� "# ��� ���"(
������ "&�� !""& �)���$ ��� � ���%!� �� -��.	

�� ������	
���� ��� ��� ���	���

��� H �� � �����	� 
���� ������� ���� ��� ��	� ‖.‖H � ��� ��� Ai : D(Ai)
→ H� i = 1, 2� �� � 
������������ ��
����� ��� ��������� ����	����� ���	���	�
�� ���	����� ��� 
���� �� �����	� 
����
 Hi,α� α ∈ R� i = 1, 2� �
 ������
� ��	
���	� α � 0� Hi,α = D(Aα

i )� i = 1,2� ���� ��� ��	� ‖z‖i,α = ‖Aα
i z‖H � i = 1,2�

��� 
���� Hi,−α� i = 1, 2 �
 ������ �� ������� ���� 	�
���� �� ��� ����� 
����
H �
 ������
� Hi,−α = H∗

i,α� i = 1, 2� ��	 α > 0� ��� ���	���	 Ai� i = 1, 2
��� �� � ������ !�	 	�
�	�����" �� ���� Hi,α� i = 1, 2� 
��� ���� �� ������
 �
������� ���	���	

!#�#" Ai : Hi,α → Hi,α−1 i = 1, 2, ∀α ∈ R.
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��� ������ 	�
���	��� ������ �� ��� ���������	�� 	� � ������� �	���� �����
���� B1 : U → H1,− 1

2
��� � ������� �	���� �������� C : H → H� ����� U

	� ������� �	����� ����� ��	�� �	�� �� 	����	��� �	�� 	�� �����
��� ������� �� ����	��� ��� �����	��� ��

ẅ1(t) + A1w1(t) + B1B
∗
1ẇ1(t) + Cẇ2 = 0, ẅ2(t) + A2w2(t) − Cẇ1 = 0,

�����

w1(0) = w0
1, ẇ1(0) = w1

1, w2(0) = w0
2, ẇ2(0) = w1

2,�����

����� t ∈ [0,∞) 	� ��� �	��� ��� � ���	�� ����� 	� ���������� �� �� � ���
�	�� 	� H1,− 1

2
� 	���� ��� ��� ����� ��� 	� H1,− 1

2
� !��� � ��� ������� �	����

� ���	��� ������	�
 ��� ������ "	����	��� � �����	� ���������� ���� #$%� ���
�� ��	���� 	� ��� ��� ������ ����� (w1, w2) ������ �� ��� �	���������� ����
��� ��� ���� B1B

∗
1ẇ1(t)� ���������� � "	����� ������& ����	�
� ��� ����

��� �����'����� 	� ����������� !��� ����	����� ��� �����	�
 �����	��� ������
����� �� 	�������� (�	�� ��� ������& #��%�� �����)

*������ ����
(
w0

1,w
1
1,w

0
2,w

1
2

) ∈ H1, 1
2
×H ×H2, 1

2
×H� ���� ��� �������

�����'����� ���	�� � ��	 �� �����	��

(w1, w2) ∈ C
(
[0,∞);H1, 1

2
× H2, 1

2

)
∩ C1

(
[0,∞);H × H

)

���� ���� B∗
1w1(·) ∈ H1(0, T ; U)� !����"�� (w1, w2) ���	����� �� ��� t � 0�

��� ����
� ���	����

∥∥(w0
1, w

1
1, w

0
2, w

1
2)

∥∥2

H
1, 12

×H×H
2, 12

×H
���+�

− ‖(
w1(t), ẇ1(t), w2(t), ẇ2(t)

)‖2

H
1, 12

×H×H
2, 12

×H
= 2

∫ t

0

∥∥B∗
1ẇ1(s)

∥∥2

U
ds.

,� ��	� ����� �� ���������	-� ��� ����	�	-��	�� �� ���� ������� 	���	��
�	����	���� �������� ��� #�%� #$% ��� #.%� ��� ���� � ��� ��	� ������ ����
��� ���������
� 	��������� 	� /����	 ��� ������& #�% ���� ���� #0% �� ���
������� ������ ����� ��� �1������	�� ����	�	�� �� ��� ������ ���� �������
	� ������� �� �� �����"��	�	�� ���	���� �� ��� ����������	�
 ������������
������ ����	��� �� � ����������� �������� � ��� ������� ����	�� � ���
�����	���� ���� ���� ������ ��� � ������ 	� #��%�

2���	��� ��� ��� 	�	�	�� ��� �������� "���� �������

ẅ(t) + A1w(t) = 0,���0�

w(0) = w0, ẇ(0) = w1���.�

���� ��������	�� 
����	�� ���� ����
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Ad : D(Ad) → H1, 1
2
× H × H2, 1

2
× H, Ad =

⎛
⎜⎝

0 I 0 0
−A1 −B1B

∗
1 0 −C

0 0 0 I
0 C −A2 0

⎞
⎟⎠,

�����

�����

D(Ad) =
{

(u1, u2, v1, v2) ∈ H1, 1
2
× H × H2, 1

2
× H,

A1u1 + B1B
∗
1u2 + Cv2 ∈ H, u2 ∈ H1, 1

2
, v2 ∈ H2, 1

2

}
.

��� ���� ����
�� 	� ���� ��� ����

������� ���� ������ ���� A1	 A2	 C ���
��� ��� ����
�� ���
�
���
• A1 ��� A2 ���� ������ ��������	
• C 
� ������	
• Ad ��� � ���������
�∗ � �������
��� �
��������� ���� �
���������

��� � ��
�� ���� ���� ����	 �� ����
�
��
• �� ��� γ > 0 �� ����

����� sup
Re λ=γ

∥∥λB∗
1(λ2I + A1)

−1
B1

∥∥
L(U)

< ∞.

��� ������ �����
��� �� ����������� 
� � �����
���� ������ 
� L ⊂ H1, 1
2
× H

× H2, 1
2
× H = L ⊕ M 	 ����� M 
� ��
�� �
����
���	 
� ����� � 
��� T > 0

���� ���� ��� ����
� w � ����������� ���
����

��� �

∫ T

0

∥∥B∗
1ẇ(t)

∥∥2

U
dt 
 ∥∥(w0, w1)

∥∥2

H
1, 12

×H
, ∀ (w0, w1) ∈ L1,

����� L1 
� � ��
�� ��
����
��� �������� � H1, 1
2
× H!

	��
�� ���� !� "�� ��#� ��� ���� ����
� �	� ��� ���$ �����
��% �	
%&
�	���
 �����
��% �	� �'��
���

��� ��� �� 	�(���)�� �� �	

	��� *� ��� ��"	�� ��"��	� �� (�#� �	��
����
�� �� ��� ��(�
����% �	� �	�� ��+���� �������	��
 �%����� ������ 	� ���
�		� 	� ��� ���� ����
�� ,	�� �
�"���	� �� (�#�� �� ,�"��	� ��

∗(fk)k�1 �� � ������	
���� �� Vect {fk} �� ����� �� H1, 1
2
× H × H2, 1

2
× H ��� �� ��� �����


������ �������� (xk) ���� ���� xk ∈ Vect {fj : j � k} �� ���� xk ⇀ 0�

���� ��������	�� 
����	�� ���� ����



� �� ������ ��	 �� �
��
�
��
�

�� �������	������
 ��� �������
 �� ���� ������� �
�����

�� �������	 
�� ���
�� ��� ������	� ���� �	�����

φ̈1(t) + A1φ1(t) + Cφ̇2(t) = 0, φ̈2(t) + A2φ2(t) − Cφ̇1(t) = 0,������

φ1(0) = w0
1, φ̇1(0) = w1

1, φ2(0) = w0
2, φ̇2(0) = w1

2������

���

φ̈ + A1φ + Cψ̇ + B1g(t) = 0, ψ̈ + A2ψ − Cφ̇ = 0,������

φ(0) = 0, φ̇(0) = 0, ψ(0) = 0, ψ̇(0) = 0.������

����������� 	
�
 ��� g ∈ L2(0, T ;U) ��� ����	� �
�� �
� ������� �����
�� ��������� �
�� ������������� ��	��� � ������ ������

������
(
φ, φ̇, ψ, ψ̇

) ∈ C(0, T ; H1, 1
2
× H × H2, 1

2
× H).

������ B∗
1 φ̇ ∈ L2(0, T ; U) ��� �
��� ������ � ������� C > 0 ���
 �
��

������
∥∥B∗

1 φ̇
∥∥

L2(0,T ;U)
� C‖g‖L2(0,T ;U), ∀ g ∈ L2(0, T ; U).

��	 �	�����  	�����
��� ���! "� ����� �
��� 
�� �����	��
��� ���
��
�"�
���
 �������
���� �������
�� 
� �	���� �����#������ �� ���� 
�� $��"%
��� 	���
�

���� 	
	
 �� ���
(
w0

1, w
1
1, w

0
2, w

1
2

) ∈ H1, 1
2
×H ×H2, 1

2
×H �
� �����	

������������� ��	��� � ������ ������
(
φ1, φ̇1, φ2, φ̇2

) ∈ C(0, T ;H1, 1
2
×H ×

H2, 1
2
× H)� ������� �� �� ����	� �
�� �
� ������� ����� �� �������� �
��

B∗
1 φ̇1 ∈ L2(0, T ; U) ��� �
��� ������ � ������� C > 0 ���
 �
��

∥∥B∗
1 φ̇1

∥∥2

L2(0,T ;U)
� C‖(

w0
1, w

1
1, w

0
2, w

1
2

)‖2

H
1, 12

×H×H
2, 12

×H
,����&�

∀ (w0
1, w

1
1, w

0
2, w

1
2) ∈ H1, 1

2
× H × H2, 1

2
× H.

�����
 '� 
�� ������� ���� �	��� 
���	�! ��� (��)! "� �	��� 
��
 $�	 �(
w0

1, w
1
1, w

0
2, w

1
2

) ∈ H1, 1
2
× H × H2, 1

2
× H 
�� ���
�� ������#������ ����
� �

���*�� ���
���
(
φ1, φ̇1, φ2, φ̇2

) ∈ C(0, T ;H1, 1
2
× H × H2, 1

2
× H)�

+�
 φ1 = p1 + p2! "��	� p1 ��
��,�� 
�� $��"��� �	����-

p̈1 + A1p1 = 0,����.�

���� ��������	�� 
����	�� ���� ����



������������	 �
 ������ ������� �

p1(0) = w0
1, ṗ1(0) = w1

1,������

��	 
��� p2 ��������

p̈2 + A1p2 + Cφ̇2 = 0, φ̈2 + A2φ2 − Cφ̇1 = 0,������

p2(0) = 0, ṗ2(0) = 0, φ2(0) = w0
2(x, y), φ̇2(0) = w1

2.������

�� T > 0 
� ����� ����	��� �� ���� ���� ���� ����� ��������� C1, C2 > 0
���� ����

∥∥B∗
1 ṗ1

∥∥2

L2(0,T ;U)
� C1‖(

w0
1, w

1
1

)‖2

H
1, 12

×H
, ∀ (

w0
1, w

1
1

) ∈ H1, 1
2
× H,

∥∥B∗
1 ṗ2

∥∥2

L2(0,T ;U)
� C2‖(

w0
1, w

1
1, w

0
2, w

1
2

)‖2

H
1, 12

×H×H
2, 12

×H

�����

∥∥B∗
1 φ̇1

∥∥2

L2(0,T ;U)
� 2(

∥∥B∗
1p1

∥∥2

L2(0,T ;U)
+

∥∥B∗
1 ṗ2

∥∥2

L2(0,T ;U))

� 2(C1 + C2)‖(
w0

1, w
1
1, w

0
2, w

1
2

)‖2

H
1, 12

×H×H
2, 12

×H
,

∀ (w0
1, w

1
1, w

0
2, w

1
2) ∈ H1, 1

2
× H × H2, 1

2
× H,


���� ��� ��� ��� ���!�� ��" ����#�� �
����� �� ����������	 
��� �� ��� ���$ �$ ����%� �� ��&��� �� ���

��� ������������ �����	 ���� '����� (�� �� �%� �� �)(�� ���� ��	 �����
*�
 
� 
�  ���� ��� ���� ��� ���" ����+�� ,�� φ = ϕ1 + ϕ2 
��� ϕ1

�������� ��� $�  �
��� ��- ��.

ϕ̈1 + A1ϕ1 + B1g = 0,������

ϕ1(0) = 0, ϕ̇1(0) = 0,������

��	 ϕ2 ��������.

ϕ̈2 + A1ϕ2 + Cψ̇ = 0,����(�

ψ̈ + A2ψ − Cφ̇ = 0, Ω × (0, +∞),����%�

ϕ2(0) = 0, ϕ̇2(0) = 0,����+�

ψ(0) = 0, ψ̇(0) = 0.����#�

���� ��������	�� 
����	�� ���� ����



� �� ������ ��	 �� �
��
�
��
�

��� T > 0 �� ����	 �

����� �� ���	 ���� ����� ����� 
������ C1, C2 > 0
��
� ���� ∥∥B∗

1ϕ̇1

∥∥2

L2(0,T ;U)
� C1‖g‖2

L2(0,T ;U).

��� ����� ������ ������� ����

∥∥B∗
1ϕ̇2

∥∥2

L2(0,T ;U)
� 1

4

∥∥B∗
1 φ̇

∥∥2

L2(0,T ;U)
+ C2

∥∥g
∥∥2

L2(0,T ;U)

���� ∥∥B∗
1 φ̇

∥∥2

L2(0,T ;U)
� 2(

∥∥B∗
1ϕ̇1

∥∥2

L2(0,T ;U)
+

∥∥B∗
1ϕ̇2

∥∥2

L2(0,T ;U))

� 2(C1 + C2)‖g‖2
L2(0,T ;U) +

1
2

∥∥B∗
1 φ̇

∥∥2

L2(0,T ;U)
, ∀ g ∈ L2(0, T ; U),

���
� ������� ��� ��������� ����� � �
!����� ���� ��� ��������� ���" �� �����#��� ��� �

����� �� $����%

����� ���	 &���� ��� ��� ������� (φ1, φ2) �' ����( )����� �� ��� �������
(φ, ψ) �' ����� )����* �����'� �����
������ ����+ �� ����� ���
� �������
�

����� �� ��� ���� ��� ����'�� '�
��� �' ��� 
���������� ������ ��
,����� � Re λ = γ '�� ��� γ > 0� -��� ���
����� �� ���� ��� '�������
�������

��������� ��	� ������ ���� ��� �����	�
�� ���" 
� ���
���� ���� ��
���� ��� ��� γ > 0

sup
Re λ=γ

‖λB∗
1

[
I + λ2(λ2I + A1)

−1
C(λ2I + A2)

−1
C

]−1
����. 

· (λ2I + A1)
−1

B1‖L(U)
< ∞.


���� �� ������ ���� ��� ������� ,���� �������/� ��� ������� �
��� �� � ��� �� ���� ����	 ���� � 
����� ���������� ���������	 ��� ��%
������� �� ��������� ���,����� �' ���� )���* �� � 
������
� �' ����
�,�����,����� ����������� '�� ����( )����� � !

����� �� 0�������� ��*

∥∥B1φ̇1

∥∥
L2(0,T ;U)


 ∥∥B1ẇ1

∥∥
L2(0,T ;U)

.

1�� ��� ����' �� � ������ ��������� �' ��� ����' �' ��	 ������� �����

����� ���� ������ ���� ��� ��� γ > 0 �� ���� ����
�
�� ���" � ���

������ �����
��� �� ���� ����* 
� ��	�����
���� ������ 
� H1, 1
2
× H × H2, 1

2

× H 
� ��� ���� 
� ����� ��
�� T, C > 0 ���� ����

∫ T

0

∥∥B∗
1 φ̇1(t)

∥∥2

U
dt � C

∥∥(w0
1, w

1
1, w

0
2, w

1
2)

∥∥2

H
1, 12

×H×H
2, 12

×H
����" 

���� ��������	�� 
����	�� ���� ����



������������	 �
 ������ ������� �

∀ (w0
1, w

1
1, w

0
2, w

1
2) ∈ H1 × H1, 1

2
× H2 × H2, 1

2
.

������ ���� A1	 A2	 C ���
��� ��� ����
�� ���
�
���
• A1 ��� A2 ���� ������ ��������	
• C 
� ������	
• Ad ��� � ���������
� � �������
��� �
��������� ���� �
��������� ���

� ��
�� ���� ��� ���
�
� ���� �����
!�� ������ �����
��� �� ���" #���$ 
� �%�����
���� ������ 
� L ⊂ H1, 1

2

×H ×H2, 1
2
×H = L⊕M 	 ����� M 
� ��
�� �
����
���	 
� ����� �%
�� T,C >

0 ���� ���� ��� ����
� w � ���& #���' ���
����

�"�"( 

∫ T

0

∥∥B∗
1ẇ(t)

∥∥2

U
dt 
 ∥∥(w0, w1)

∥∥2

H
1, 12

×H
, ∀ (w0, w1) ∈ L1,

����� L1 
� � ��
�� ��
����
��� �������� � H1, 1
2
× H� !��� �����
�� �

)��	 !����� "�'* ����� �%
�� T,C > 0 ���� ����

∫ T

0

∥∥B∗
1 φ̇1(t)

∥∥2

U
dt � C

∥∥(w0
1, w

1
1, w

0
2, w

1
2)

∥∥2

H
1, 12

×H×H
2, 12

×H
,�"�$+ 

∀ (
w0

1, w
1
1, w

0
2, w

1
2

) ∈ L.

,�
��	 �����
�� � -���� "�.	 
���
�� ��� ���� ������
� � !����� ����
�

�� �������	�
� 	
 �	������	�
� �
� �
�� �
����� ���	��

-�� Ω ⊂ R
N �� � ������ ��� ������ � ������� Γ� ,� ���
��� ���

����
�� �������

⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎨
⎪⎪⎪⎪⎪⎩

ü1(t, x) − Δu1(t, x) − α(Δ)−1u̇2(t, x) + a(x)u̇1(t, x) = 0, (t, x) ∈ R × Ω,

ü2(t, x) + Δ2u2(t, x) + α(Δ)−1u̇1(t, x) = 0, (t, x) ∈ R × Ω,

u1(t, x) = 0, (t, x) ∈ R × Γ,

u2(t, x) = Δu2(t, x) = 0, (t, x) ∈ R × Γ,

ui(0, x) = ui0(x), u̇i(0, x) = ui1(x), x ∈ Ω, 1 � i � 2.
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������

⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨
⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

ü1(t, x) − Δu1(t, x) + α(Δ)−1u̇2(t, x) = 0, (t, x) ∈ R × Ω,

ü2(t, x) + Δ2u2(t, x) − α(Δ)−1u̇1(t, x) = 0, (t, x) ∈ R × Ω,

u1(t, x) = 0, (t, x) ∈ R × Γ,

u2(t, x) = Δu2(t, x) = 0, (t, x) ∈ R × Γ,

ui(0, x) = ui0(x), u̇i(0, x) = ui1(x), x ∈ Ω, 1 � i � 2,

���� a ∈ L∞(Ω)� a � 0� (Δ)−1 : H−1(Ω) → H1
0 (Ω)�

�� ��� ����� �� ������� ������� ����� �� (u10, u21) ∈ H1
0 (Ω) × L2(Ω)�

��� (u20, u21) ∈ H1
0 (Ω) × H−1(Ω)� ���� ������ ��� � 
���
� ���� ���
����

u = (u1, u2) ����� �������� 

u1 ∈ C
(
R,H1

0 (Ω)
) ∩ C1

(
R, L2(Ω)

)
, u2 ∈ C

(
R,H1

0 (Ω)
) ∩ C1

(
R,H−1(Ω)

)
.

!�� E0 �� ��� ������� �����	 �� ��� ���
���� ������ ��

E0 :=
1
2(

‖u10‖2
H1

0 (Ω) + ‖u11‖2
L2(Ω) + ‖u20‖2

H1
0 (Ω) + ‖u21‖2

H−1(Ω)).

L2(Ω) ��� H1
0 (Ω) �� ������� ���� ��� ��� 

‖v‖2
L2(Ω) =

∫
Ω
|v|2 dx, ‖v‖2

H1
0 (Ω) =

∫
Ω
|∇v|2 dx

��� H−1(Ω) �� ������� ���� ��� �
�� ��� �� H1
0 (Ω)� "����� �� H ���


�������	 #����� �����

H := H1
0 (Ω) × L2(Ω) × H1

0 (Ω) × H−1(Ω).

!�� I �� �� ������� �� R� �� ���� �� ��� ������� ������������ ���������

������ c1E0 �
∫

I

∫
supp a

|u̇1|2 dx dt � c2E0,

����������� 	
�
 
����� ���� ������ ���� �� ����	 ������ (u1, u2)
������	��� ������ ���� α = 0� ����� ����� ��	 ���� ����� � α� �� ��� �������

���� �������� � H� ������ ���� �� � ������ u ������	��� ������ ���� ����
���������� ����� � α� ���� ������� ����� ��� �������� J ������� � I� J ���
������� ��� ������ � I �� ��� �������� �� � ����������� ��� �	���� ����$�
�� �����������	 �������
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������ �� ������� ��� ��	
��� ����� �� ��� �	�� ẏ = (A + B)y�
y(0) = y0 ���� y = (u1, u̇1, u2, u̇2) ��� A �	�����	����� �	 ��� ���� α = 0�
B ���� �� � �	����� ������
���	� 	� A ��� A �� � ���� ���	��� 	�����	�
������ � �	����� ���	����� ��� �� ��������� � ��	���

��� zk 
� �� 	���	�	���� 
���� �� L2(Ω)� ���������� −Δzk = γ2
kzk �� Ω�

zk = 0 	� Γ�  ���� Zk := {β · zk, β ∈ C
2} �� ���
�� 
� A + B� �� 	
���� �

!���" 
���� 	� ��
������ ��������� 
� ��������"�� ���������	�� �	� A + B ���
���� �� ��� ����� ��� �
������ ���	��� �� #$$% ����

p1(x) :=
∥∥ ẋ1

∥∥
L2(supp a)

,

��� ������ ���� M = {0} ��� #$$% ��� #&% �	� �	�� ��������� �
��������	 
��� ��� a ∈ C∞(Ω̄)� ��� �	���
 ���$� �� �����������	 ����

��� �� ��� �����	 ���� �� supp a �������� ��� ���
������� ������� ���������
��������

������ '�� ������ ���$� �� �(�	��������� ���
�� �� ��� ������ ����� ��
��� ������ ���$� ���� α = 0 �� �(�	��������� ���
�� �� ��� ������ ����� ���
���	����� �	 #)% �� ��� 	��� �� suppa �����*�� ��� ��	�������� �	���	� �	�����	�
+�,�,� ��� #�%�� �

����������

��� �� ���	�
� �	����	����� ��������� �� ����� ���	������ ��
���� ���� ����� ��	�

��	� ��� �� ��� ����� � !"#$!#��

��� %� ������ ��� &� '
���(� )��	���*����� �� ����� ����� ����
���� �+
����� 	� �
��� �� 
�	�
���� ����	��(� ����� ������ � ����� � ,!�$,-!�

�,� .� /����� 0� 1�	��
 ��� 2� 3�
�4� )4��� 
5����� ��������� ��� �4� �	���������
������� ��� ��	���*����� �� 6��� ���� �4� 	�
������ ���� �� ������� ���	���
�� ��77� � ���"$��!#�

�"� �� /���
��� 0� 8� 9����� &� 8����
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�� �/����� �77� �

�#� �� ;���
<� =�� �����+
� 
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 ��
<���� �����
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�!� >� %������( ��� 9� 1������ !�"�	�� ���	�� 	� ������� � ����� )����?�� &���?���4 ��
&��4������ �@�6 A��(� ���# �

�B� >� %������( ��� 9� 1������ �	����	����� �� ��������� ����
�	�� ����� �� ��� �
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