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Exercice 1. (4p)

(1) (2p) Définir la courbure et la torsion d’une courbe paramétrée birégulière γ.
(2) (2p) Définir les courbures principales et les directions principales d’une surface paramétrée f : U → R3 en un

point (u0, v0) ∈ U .

Exercice 2. (13p) On considère la surface paramétrée suivante de paramètres R > r > 0.

R2 → R3(
u
v

)
7→ f(u, v) =

(R+ r cosu) cos v
(R+ r cosu) sin v

r sinu


(1) (2p) Calculer l’aire de l’image S = f(R2) = f([0, 2π]× [0, 2π]).
(2) (2p) Pour un point p ∈ S, donner deux cercles distincts de R3, inclus dans S et passant par p. Déterminer

l’angle formé par les droites tangentes (au point m) des deux cercles.
(3) (1p) Dessiner le support de la surface et les deux cercles passant par p0 = f(0, 0).
(4) (2p) Déterminer le champ normal de Gauss de f , la première et la seconde forme fondamentale de f en un

point (u, v) ∈ R2.
(5) (1p) Déterminer la courbure de Gauss et la courbure moyenne de f en un point (u, v) ∈ R2.
(6) (1p) Déterminer les courbures principales et les directions principales de f en un point (u, v) ∈ R2.
(7) (2p) Montrer que les courbes t 7→ f(t, v0) sont des lignes géodésiques de f .
(8) (2p) Pour quelles valeurs de u0 ∈ R, la courbe t 7→ f(u0, t) est une ligne géodésique de f?

Exercice 3. (9p) On considère la surface paramétrée S donnée par

R2 → R3(
u
v

)
7→ f(u, v) =

 u
v

u2 + v2 − 1

 .

(1) (2p) Donner une base du plan tangent T(u,v)f et le vecteur normal de Gauss n(u, v) en un point (u, v) ∈ R2.

(2) (2p) Calculer la première et la seconde forme fondamentale de f en un point (u, v) ∈ R2.
(3) (2p) Calculer la courbure de Gauss et la courbure moyenne de f en un point (u, v) ∈ R2.
(4) (2p) Déterminer les courbures principales et les directions principales de f en un point (u, v) ∈ R2.
(5) (1p) Donner la position locale de la surface par rapport au plan tangent au point f(1, 1).

Exercice 4. (4p) Considérons la courbe paramétrée plane

[0, 2π)
γ→ R2

t 7→ γ(t) =

(
sin 2t
cos t

)
.

(1) (1p) Déterminer les points multiples de f .
(2) (1p) Déterminer les points t ∈ [0, 2π) où f n’est pas régulière.
(3) (1p) Calculer la courbure de Frenet en un point t ∈ [0, 2π) où f est régulière.
(4) (1p) Dessiner l’image (le support) C = γ(f) de f .

1


