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Exercice 1 (2p ) Question proche du cours Démontrer les formules de dérivation

fik = Γl
ikfl + hikn où Γl

ik := glj〈fik, fj〉 =
1

2
glj(gij,k + gjk,i − gki,j) .

Exercice 2 (3p )
1. (2p ) Étudier le problème de maximisation sous contrainte (maximum lié)

sup

{
n
√

Πn
i=1xi xi ∈ R+,

1

n

n∑
i=1

xi = 1

}
.

Indication : montrer d’abord que le maximum est atteint dans un point dont toutes les coordonnées sont
strictement positives.

2. (1p ) En déduire l’inégalité arithmético-géométrique :

n
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i=1xi ≤
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n

∀

x1...
xn

 ∈ Rn
+ .

Exercice 3 (21 p) Considérons l’hélice γ : R→ R3 donnée par la paramétrisation

γ(t) =

R cos(t)
R sin(t)
αt


(où R > 0, α > 0).

1. (1p) Montrer que γ est trirégulière.
2. (2p) Déterminer le repère mobile de Frenet (f1, f2, f3) : R→ SO(3) de γ.
3. (1p) Déterminer la courbure et la torsion de γ.
4. (1p) Fixons ε > 0. Le tube de largeur ε autour de γ est la surface paramétrée f : R2 → R3 définie par

f

(
u
v

)
= γ(u) + ε cos(v)f2(u) + ε sin(v)f3(u) .

Quelle est l’interprétation géométrique des courbes paramétrées R 3 v 7→ f(u0, v) pour u0 ∈ I constant ?
Est-ce que f est injective ?

5. (2p) En utilisant les formules de Frenet pour γ (formules qu’on va écrire explicitement), calculer les
dérivées partielles de f , en exprimant les résultats comme combinaisons linéaires de vecteurs du repère
mobile de Frenet.

6. (2p) Déterminer (en fonction du paramètre ε > 0) l’ensemble des points (u, v) ∈ R2 où f n’est pas une
immersion.

7. (1p) Montrer que, pour ε suffisamment petit, f est une immersion sur R2.
8. (2p) Soient a, b ∈ R avec a < b. Calculer l’aire de la surface f([0, 2π]× [a, b]). Quelle est l’interprétation

géométrique de cette surface ?
9. (5p) Calculer la première forme fondamentale de f , le champ normal de Gauss n : R2 → R3, la seconde

forme fondamentale de f , les courbures principales, la courbure moyenne et la courbure de Gauss de f .
10. (2p) Calculer les coefficients de Christoffel Γi

jk de f .
11. (2p) Calculer R1212 et vérifier l’égalité R1212 = det(H).


