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Exercice 1. (4p)

(1) (2p) Énoncer le théorème de Gram Schmidt.
(2) (2p) Donner la définition de l’abscisse curviligne de centre t0 ∈ I d’une courbe paramétrée définie sur un

intervalle I ⊂ R, et montrer qu’elle définit une application strictement croissante I → J .

Exercice 2. (10p) On considère la courbe paramétrée γ :]− 1, 1[→ R2 donnée par t 7→

(
t2

t−1
t

t2−1

)
.

(1) (2p) Calculer γ′(t), γ′′(t), ‖γ′(t)‖, et justifier que γ est une courbe régulière.
(2) (2p)Préciser la droite tangente et la droite normale à γ en un point t ∈]− 1, 1[. Pour quelles valeurs de t la

tangente τγ(t) est verticale (parallèle à l’axe Oy)?
(3) (2p) Déterminer le repère mobile de Frenet de γ, la courbure κγ(t), et préciser le centre et le rayon du cercle

osculateur à γ en un point t ∈]− 1, 1[.
(4) (1p) Donner le sens de variations, le signe, et les points extrémaux des fonctions coordonnées t 7→ x(t),

t 7→ y(t) de γ. Montrer que tout point de im(γ) est un point simple (i.e. que γ est injective).
(5) (1p) Calculer les limites

lim
t↘−1

x(t), lim
t↘−1

y(t).

Utiliser votre résultat pour montrer que im(γ) admet une asymptote verticale, qu’on va préciser. Déterminer
l’intersection de cette asymptote avec im(γ).

(6) (1p) Calculer les limites

lim
t↗1

x(t), lim
t↗1

y(t), l := lim
t↗1

y(t)

x(t)
, a := lim

t↗1

(
y(t)− lx(t)

)
.

Utiliser votre résultat pour montrer que im(γ) admet une asymptote oblique, qu’on va préciser. Quelle est la
position de im(γ) par rapport à cette asymptote?

(7) (1p) Tracer im(γ) dans un système de coordonnées.

Exercice 3. (7p) On considère la courbe paramétrée γ : R→ R3 donnée par t 7→

1 + 6ch(t) + 3sh(t)
2 + 3ch(t)− 2sh(t)
1− 2ch(t) + 6sh(t)

 .

(1) (1p) Montrer que γ est birégulière. Est-elle trirégulière?
(2) (2p) Donner le repère mobile de Frenet de γ.
(3) (2p) Déterminer la courbure et la torsion de γ.
(4) (1p) Déterminer le plan osculateur de γ en un point t ∈ R. Que remarquez-vous concernant ce plan?
(5) (1p) Montrer que γ est contenue dans un plan affine de R3, plan qu’on va préciser.

Exercice 4. (4p) On considère l’ensemble
{(x

y

)
∈ R2

∣∣ x2

a2 + y2

b2 = 1
}

avec 0 < a < b.

(1) (0,5p) Montrer que t 7→
(
a cos t
b sin t

)
, t ∈ [0, 2π] est une paramétrisation de cet ensemble.

(2) (1,5p) Déterminer la courbure, le centre et le rayon du cercle osculateur de cette courbe paramétrée en un
point t ∈ [0, 2π].

(3) (1p) Trouver les points t où la courbure est maximale, et les points où la courbure est minimale.
(4) (1p) Donner une formule intégrale pour la longueur de la courbe.

Exercice 5. (5p) On considère l’ensemble S =


xy
z

 ∈ R3
∣∣ z = x2 − y2

.

(1) (1p) Trouver une surface paramétrée f : R2 7→ R3 dont l’image est S .
(2) (1p) Préciser le plan tangent Tuf et le vecteur normal de Gauss n(u) à f en un point u ∈ R2.
(3) (1p) Donner une équation implicite du plan tangent Tuf .
(4) (1p) Calculer la première forme fondamentale de la surface paramétrée f .
(5) (1p) En étudiant l’intersection de S avec les plans x = c, y = c, z = c avec c ∈ R, dessiner cet ensemble.


