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Ezercice 1. (5p)
Soient ¢ : R?> =+ R, h : R?2 — R définies par ¢ (il) =23+ 170 + 23, D <§1) = 2% + 1129.
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1.
2.
3.
4.

(1p) Montrer que E := ¢~ 1({1}) est une sous-variété compacte de dimension 1 de R2.

(1p) Est-ce que h=1({0}) est une sous-variété de dimension 1 de R?? Est-ce que h=1({0}) est compact?

(1p) Calculer d.q, d,h, V,q, Vih, ot x € R2.

(2p) En utilisant la méthode de Lagrange, étudier les points critiques de la restriction h‘ I Préciser le minimum

et le maximum de cette restriction. Indication: Ecrire I’équation de Lagrange sous la forme Az = Ogz, ot A
désigne le multiplicateur de Lagrange, et Ay est une matrice qui dépend de ).

Ezercice 2. (15p) Soit p : I —]0, 00[ une fonction de classe C* et considérons la surface de révolution S obtenue en
faisant tourner la courbe d’équation z! = p(z?) autour de I'axe Oz?.

1.

(0,5p) Montrer que
p(u?) cos(u?)
f(ul, u2) — u2
p(u?)sin(ut)

définit une paramétrisation de cette surface.

. (0,5p) Soit (h, R) € R% x R% . Dessiner cette surface pour

(a) I =]0,h[et p(z) = R (la fonction constante R sur I),
(b) I=]0,h[et p(z) = a.
(¢) I =]—R,R[et p(x) =VR?>— 22

(2p) Ecrire une formule intégrale pour aire(f([0,27]x]a,b[)). En déduire I'aire d’'un cylindre de hauteur h et
rayon R, d’un cone de hauteur h et rayon R, et de la sphére de rayon R.

. (2p) Déterminer les coefficients de la premiére forme fondamentale, le champ normal de Gauss, et les coefficients

de la deuxiéme forme fondamentale de f.
(2p) Déterminer la courbure de Gauss, les courbures principales et la courbure moyenne de f.

Fixons dy € I et considérons la courbe paramétrée sur f donnée par ¢ = foy: R — S, ot y(t) = (¢,dp). Une

telle courbe s’appelle paralléle de la surface de révolution S = im(f).

vc'(t)
d

(a) (1 p) Calculer ¢/(t) et la dérivation covariante ~—7=.

(b) (1 p) Montrer que c est une géodésique de f (de S) si et seulement si p’(dg) = 0, donc si et seulement si dj
est un point critique de la fonction p.

Fixons 0y € R et considérons la courbe paramétrée sur f donnée par ¢ = fo~vy: I — S, ou y(t) = (6p,t). Une
telle courbe s’appelle méridien de la surface de révolution S = im(f).

vc'(t)
dt

. Montrer que % et ¢/(t) sont colinéaires.

(a) (1 p) Calculer ¢/(t) et la dérivation covariante
(b) (1 p) Soit ¢ : J — I un changement de paramétrisation telle que ¢ — ||’ (¢)|| soit constante, ol ¢ := ¢ o ¢.
Mountrer que ¢ est une ligne géodésique de f (de 5).

(2p) Déterminer les éléments g% (u) de I'inverse G(u)~! de la matrice de la premiére forme fondamentale et les
coefficients de Christoffel de premiére et de deuxiéme espéce de f.



9.

(2p) Calculer les fonctions R}, (m € {1,2}) définies en cours et la composante Rj212 du tenseur de courbure
de f (en utilisant la définition de cette composante). Comparer le résultat obtenu avec le déterminant det(H) =
hi1haa — h35 de le seconde forme fondamentale. Quel résultat général fait en cours nous permet d’affirmer sans
calcul que Ryg12 = det(H)?

Rappel: Ri212 = gom B2, Fék = gljrikj, Fikj = Fkij = %(Qij,k + 9jk,i — gki,j) et

e =TT - T, + (T4, I3 — Dol = Mo =I5+ (T1.T7s + T31T55 — Tl — T3.T5)).

Ezercice 3. (15p) Soit (w, k,7) € RY x R% X R, et soit 7 : R — R3 une courbe paramétrée 2-réguliére telle que

vt € R, I ()] = w, 5y(t) =k, 7(t) = .

Donc la vitesse absolue, la courbure, et la torsion de v sont constantes.

1.

(1p) En désignant par (f1, fa, f3) : R — SO(3) le repére mobile de Frenet de ~, écrire les équations de Frenet
pour la courbe paramétrée ~.

. (1p) Fixons ¢ > 0, et soit f: R x R — R3 définie par

f (“> = y(u) + £ cos(v) fo(u) + e sin(v) f3(u) .

v

Quelle est 'interprétation géométrique des courbes paramétrées R 3 v — f(ug, v) pour up € R constant? Est-ce
que f est injective?

(2p) En utilisant les formules de Frenet exprimer les dérivées partielles de f comme combinaisons linéaires de
vecteurs du repére mobile de Frenet.

(2p) Déterminer (en fonction du paramétre € > 0) ensemble des points (u,v) € R? ol f n’est pas une immersion.

. (1p) Montrer que, pour ¢ suffisamment petit, f est une immersion sur R2.

(2p) Soient a, b € R avec a < b. Calculer l'aire de la surface f([a,b] x [0,27]). Quelle est I'interprétation
géométrique de cette surface?

(3p) Calculer la premiére forme fondamentale de f, le champ normal de Gauss n : R? — R3, et la seconde forme
fondamentale de f.

(3p) Calculer les courbures principales, la courbure moyenne et la courbure de Gauss de f.



